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amb total coherencia amb la solucié anterior, si
hi prenem «a = 1.

Carles Romero
IES Manuel Blancafort, la Garriga

Tesis

e ORIOL GUASCH I FORTUNY va llegir la seva tesi, dirigida per Ramon Codina
Rovira, titulada Computational aeroacoustics and turbulence modelling of low
speed flows using subgrid scale stabilised finite element methods, el dia 8 de
novembre de 2007. La tesi correspon al Departament de Matematica Aplicada
IIT de la Universitat Politecnica de Catalunya.

Aquesta tesi aborda la simulacié de la generaci6
i propagaci6 de soroll aerodinamic dins del marc
dels metodes d’elements finits estabilitzats amb
subescales. Per tal de fer-ho, es simula tant la
dinamica de fluxos no periodics i/o turbulents
com el camp acustic que aquests generen.

La metodologia d’aeroactustica computaci-
onal (CAA) proposada es basa en l'analogia
acustica de Lighthill i conceptualment es pot
dividir en tres fases. En la primera, es duu a
terme una simulacié de fluidodinamica compu-
tacional (CFD) per tal de calcular el terme font
de soroll aerodinamic. En el cas d’un flux tur-
bulent, s’acostumen a utilitzar els anomenats
models de remolins grans (LES), que es basen
en convolucionar les equacions de Navier-Stokes
amb un filtre passa-baix, i discretitzar-les poste-
riorment un cop escollit un model de clausura.
Tot i tractar-se d’'un enfocament molt estes, el
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LES presenta nombrosos problemes de caire ma-
tematic, com no permetre distingir clarament els
errors que provenen del model fisic dels que pro-
venen de ’esquema de discretitzacié numerica.
Com a alternativa al LES per simular fluxos
turbulents, en aquesta tesi s’han emprat models
d’elements finits estabilitzats mitjangant subes-
cales (SGS). Aquests ofereixen una separacio
d’escales natural entre aquelles que sén resolu-
bles amb la malla discreta utilitzada i aquelles
que no sén capturables per la malla (subescales
o escales de submalla). L’aplicacié dels metodes
SGS a les equacions de Navier-Stokes permet
plantejar el problema de simulacié de la tur-
buléncia com un problema numeric més que no
pas fisic. Combinant resultats de la mecanica
estadistica de fluids amb resultats de la ma-
tematica dels metodes numerics, la tesi presenta
una prova heuristica que dona suport a la idea



que els metodes SGS haurien de ser suficients
per representar el comportament de fluxos tur-
bulents en el subrang inercial.

La segona fase de la metodologia proposada
consisteix a calcular el terme font acustica, en
aquest cas la doble divergencia del tensor de
Lighthill. L’evolucié temporal d’aquest terme
s’obté de la simulacié CFD i la seva transfor-
mada de Fourier permet construir una equacié
de Helmholtz inhomogenia, que novament es re-
soldra utilitzant metodes SGS d’elements finits.
Ja que es consideren fluxos de poca velocitat,
el lligam d’incompressibilitat permet calcular
la doble divergencia del tensor de Lighthill fent
servir funcions d’interpolaci6 lineals.

La tercera fase consisteix a avaluar el camp
acustic resolent ’equacié inhomogenia de Helm-
holtz. Es un fet prou conegut que, per a nombres
d’ona elevats, la forma debil del problema no
és definida positiva, de manera que l'anome-
nat error de pollucié apareix en la resolucio
numerica de 'equacié de Helmholtz. Una analisi
de dispersio de 1'stencil associat al problema

e CRISTINA DALFO SIMO va llegir la seva tesi, dirigida per Francesc Comellas
Padré i Miquel Angel Fiol Mora, titulada FEstud:i ¢ dissenys de zarzes d’in-
terconnexio: modularitat i comunicacio, el dia 19 de desembre de 2007. La
tesi correspon al Departament de Matematica Aplicada IV de la Universitat

Politecnica de Catalunya.

Normalment les grans xarxes d’interconnexié o
de comunicacions estan dissenyades utilitzant
tecniques de la teoria de grafs. Aquest treball
presenta algunes contribucions a aquest tema.
Concretament, presentem dues noves operaci-
ons: el producte jerarquic de grafs i el producte
Manhattan de digrafs. El primer és una gene-
ralitzacié del producte cartesia de grafs i ens
permet construir algunes families amb un alt
grau de jerarquia, com 'arbre binomial, que és
una estructura de dades molt utilitzada en al-
gorismica. El segon déna lloc a les conegudes
Manhattan street networks, les quals han estat
extensament estudiades i utilitzades per mode-
litzar alguns tipus de xarxes optiques. En el
nostre treball, definim formalment i analitzem
el cas multidimensional d’aquestes xarxes. Es-
tudiem algunes propietats dels grafs o digrafs
obtinguts mitjancant les dues operacions esmen-
tades, especialment: els parametres estructurals
(les propietats de 'operacid, els subdigrafs in-

discret revela que 'error de pollucié es pot atri-
buir al fet que les ones es propaguen amb un
nombre d’ona discret diferent del continu. La
diferencia entre ambdds augmenta per a nom-
bres d’ona elevats i apareix un error de fase en
I'ona aproximada. Un comportament similar es
pot observar en I'equacié de Helmholtz convec-
tada, que té importancia en diverses arees de
l'aeroactustica com en la generacié de soroll ae-
rodinamic de ventiladors i compressors. Per tal
de disminuir I'error de pollucié de I'equaci6 de
Helmholtz convectada, a la tesi es proposa un
metode SGS d’elements finits pel cas bidimen-
sional. El metode és formalment equivalent al
metode Galerkin Least-Squares (GLS) i la seva
clau rau a trobar un parametre d’estabilitza-
ci6 adequat mitjancant una analisi de dispersio.
Es comprova que el metode proposat millora
clarament els resultats del metode de Galerkin
i que el parametre d’estabilitzacio es redueix a
parametres coneguts per ’equacié de Helmholtz,
en el cas en que no hi ha conveccio.

duits, la distribuci6é de graus i I'estructura de
digraf linia), els parametres meétrics (el diametre,
el radi i la distancia mitjana), la simetria (els
grups d’automorfismes i els digrafs de Cayley),
Pestructura de cicles (els cicles hamiltonians
i la descomposicié en cicles hamiltonians arc-
disjunts) i les propietats espectrals (els valors
i vectors propis). En el darrer cas, hem trobat,
per exemple, que la familia dels arbres binomi-
als tenen tots els seus valors propis diferents
i <omplen> tota la recta real. A més a més,
mostrem la relacié del seu conjunt de vectors
propis amb els polinomis de Txebixev de segona
especie. També hem estudiat alguns protocols
de comunicacié, com els enrutaments locals i
els algorismes de difusié. Finalment, presentem
alguns models deterministes (com les zarzes
Sierpinski i d’altres), els quals presenten algu-
nes propietats propies de les xarxes complexes
de la vida real (com, per exemple, Internet).
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e DANIEL BLASI BABOT va llegir la seva tesi, dirigida per Artur Nicolau Nos,
titulada Successions d’interpolacio en certs espais de funcions, el dia 1 de
febrer de 2008. La tesi correspon al Departament de Matematiques de la

Universitat Autonoma de Barcelona.

Donades dues successions finites de punts
{zn}, {wy} al disc unitat obert D, el problema
d’existencia d’una funcié analitica f : D — D
amb f(z,) = wy, n=1,..., N és considerat el
primer problema d’interpolacié mai estudiat. La
caracteritzacié d’aquestes successions fou obtin-
guda durant la primera decada del segle XX per
Nevanlinna i Pick.

Als anys cinquanta, R. C. Buck va plante-
jar un nou problema d’interpolacié a I'algebra
H® de les funcions analitiques i acotades al
disc D. Una successi6é de punts {z,} C D es
diu d’interpolacié per H® si per tota succes-
si6 de valors acotats {w,} existeix una funcié6
f analitica i acotada a D amb f(z,) = w, per
totan =1,2,.... L’any 1958, L. Carleson va pro-
var una caracteritzacié geometrica d’aquestes
successions.

En aquesta memoria estudiem i caracterit-
zem les successions d’interpolacié en dos es-
pais de funcions diferents. En el primer capitol,
que correspon a l'article [1], estudiem les suc-
cessions d’interpolacié per l'espai de funcions
harmoniques i positives ™, mentre que el segon
capitol presenta resultats dels articles [2] i [3],
on s’estudien les successions d’interpolacié per
als espais de tipus Besov B)(s).

En el primer capitol, utilitzant la desigual-
tat de Harnack per a funcions harmoniques i
positives al semipla R2Z = R x RT, es planteja
un problema d’interpolacié en h™. La soluci6
d’aquest problema s’obté provant una condicio
que caracteritza geometricament les successions
d’interpolacié en aquest espai. Aixi mateix, es
planteja i es resol també un problema d’interpo-
lacié per a funcions holomorfes i acotades sense

e JORDI MARZO SANCHEZ va llegir la seva tesi, dirigida per Joaquim Ortega-
Cerda, titulada Sampling sequences in spaces of bandlimited functions in
several variables, el dia 25 d’abril de 2008. La tesi correspon al Departament
de Matematica Aplicada i Analisi de la Universitat de Barcelona.

zeros. El problema d’interpolacié per ’espai de
funcions harmoniques i positives definides al
semiespai RZ"! = RY x R* en dimensions d ma-
jors o iguals que 2 resta com a problema obert.
Obtenim, pero, una condicié necessaria per a
la interpolacié que conjecturem de ser també
suficient.

Al segon capitol s’estudien les successions
d’interpolacié per als espais de tipus Besov B, (s)
de funcions analitiques f amb

/D PP - [2P)P2dA(z) < oo,

peral <p<o0il < s < 1,aixi com les succes-
sions d’interpolacié pels corresponents espais de
multiplicadors M(B,(s)). La caracteritzacié de
les successions d’interpolacié en ambdds espais
s’obté en termes d’una condicié de separacié i
una altra de mesura de Carleson. Aixi mateix,
en aquest capitol, es prova una nova caracterit-
zaci6 dels espais de Besov Bp(s) sense utilitzar
derivades i es resol el problema de la corona a
I'espai M(Bp(s)).
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A grans trets, una successié de mostreig per a un
cert espai de funcions és una successié de punts
(zn)nez tals que la norma de tota funcié f de
Iespai és equivalent a la norma de la successié
que resulta d’avaluar la funcié:

IFIF~ N (f (@) nezll

Sén, doncs, els conjunts adequats per a discretit-
zar o digitalitzar un senyal continu. Al seu torn,
una successio d’interpolacié és tal que qualse-
vol problema d’interpolacio es pot resoldre mit-
jancant una funcié de I'espai. Aquest concepte
esta relacionat amb el fet que el senyal continu es
pugui recuperar a partir de la digitalitzacié i
es pot considerar, en un cert sentit, com a dual
del de mostreig.

Al primer capitol de la tesi trobem successi-
ons de mostreig i d’interpolacié per a I'espai de
funcions amb freqiiencies a una unié de traslla-
dats d’'un cub; el resultat és, doncs, una gene-
ralitzacié del teorema de Shannon. Amb aquest
resultat hom pot trobar successions de mostreig
i d’interpolacié amb densitat arbitrariament pro-
pera a la critica (raé de Nyquist) per a 'espai
de Paley-Wiener sobre un domini qualsevol de
I’espai euclidia. L’existencia d’aquestes succes-
sions demostra en particular que els resultats
sobre densitats de H. J. Landau de 1967 sén
optims.

A la resta de la tesi passem a estudiar les
families de Marcinkiewicz-Zygmund (MZ) (con-
cepte analeg al de mostreig) i d’interpolacié per
a espais de polinomis a l’esfera.

Al cercle, els conjunts formats per les succes-
sives arrels de la unitat ens donen una familia
triangular de punts <ben distribuits>. Per a
aquests es compleix que
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per a tot polinomi p de grau < n amb constants
(A, B > 0) independents del grau (J. Marcinki-
ewicz i A. Zygmund, 1937).

A la tesi trobem una nova caracteritzacié de
les families de MZ que ens permet obtenir tot
de resultats. Per exemple: és conegut que una
petita pertorbacié d’una familia de MZ també
és de MZ pero, com de gran pot ser aquesta per-
torbaci6? En un analeg al teorema de Kadets,

demostrem que podem pertorbar les arrels de la
unitat a (1) fins a 1/4 i que el resultat és optim.

Aix{ com pel cercle tenim fins i tot una carac-
teritzacié de les families de MZ, en dimensions
més grans les coses es compliquen. Un primer
problema és que a ’esfera no hi ha families de
punts tant <ben distribuits> com les arrels de la
unitat, cosa que es tradueix en el fet, demostrat
a la tesi, que no hi ha families de punts que donin
bases ortonormals de nuclis reproductors. Aixi
doncs, no hi ha familia de referéncia. Tanma-
teix, estudiant 'operador de concentracié sobre
Pesfera podem trobar condicions geometriques
necessaries si es verifica la propietat de MZ o la
d’interpolacié. No només no hi ha families que
donin bases ortonormals de nuclis reproductors,
siné que no es coneix cap exemple de familia
que sigui de MZ i d’interpolacié alhora pero,
podriem trobar-ne una? A la tesi demostrem
que la resposta és negativa quan p # 2.

Trobar punts ben distribuits a l’esfera és un
problema d’interes practic a diverses disciplines:
meteorologia, cristallografia... De fet, existeixen
tot de metodes per a trobar punts (punts de
Fekete, minimitzadors d’un cert potencial, es-
quemes aleatoris...). Un problema seria, doncs,
estimar com sén de bones aquestes distribucions.
Ates que l'estabilitat a ’hora de recuperar un
senyal a partir d’una discretitzacié és una me-
sura d’aquesta bona distribucid, i que aquesta
és (en un cert sentit) la definicié mateixa de
familia de MZ, a la tesi ens interessem per a
trobar condicions suficients per a ser de MZ. El
fet remarcable és que la condicié que obtenim és
forga més facil de verificar que les ja conegudes.

Parlant d’aplicacions, estudiem també la re-
construccié d’una funcié a partir de les seves
integrals sobre hiperplans (transformada de Ra-
don). Aquest problema és important, per exem-
ple, en el domini de la tomografia computerit-
zada. A la tesi demostrem que la norma de la
funcié de densitat a reconstruir es pot contro-
lar (essencialment) per les projeccions, tan bon
punt aquestes formin una familia de MZ amb
prou punts. Aixi doncs, aquestes families de
punts sén els bons candidats de cara a obtenir
esquemes de mostreig.

La propietat de MZ diu que la norma dels
polinomis és comparable (amb constants inde-
pendents del grau) a la norma discreta de I'ava-
luacié a la familia de punts. Pero, que podem
dir sobre comparacié de normes sobre conjunts
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menys singulars que una unié finita de punts?
Ates que aquest problema és més senzill, en
aquest cas podem portar-ho més enlla i caracte-
ritzar els conjunts pels quals tenim comparacio
de normes respecte a mesures molt generals, com

e LLORENC RUBIO I PONS va llegir la seva tesi, dirigida per Pere Pascual Gainza,
titulada Categories de descens: aplicacions a la teoria K algebraica, el dia 8 de
juliol de 2008. La tesi correspon al Departament de Matematica Aplicada I de

la Universitat Politecnica de Catalunya.

Aquest treball se situa en el marc de I'estudi de
la cohomologia de les varietats algebraiques, i
en particular en les aplicacions cohomologiques
del teorema de resolucié de singularitats d’Hiro-
naka. Utilitzem la técnica de les hiperresolucions
cubiques i el criteri d’extensié de functors de
Guillén i Navarro per a definir una variant de
la teoria K algebraica de les varietats sobre un
cos de caracteristica zero, que coincideix amb
la teoria K per a les varietats llises i que satisfa
una propietat de descens respecte als blow-ups
abstractes.

La tecnica de les hiperresolucions cibiques
de Vicen¢ Navarro és un instrument alternatiu
al dels hiperrecobriments simplicials de Deligne
i déna un marc general per a 1'is cohomologic
del teorema d’Hironaka. Les hiperresolucions
cubiques permeten substituir una varietat, pos-
siblement singular, per un diagrama cibic i finit
de varietats llises. Basant-se en la teoria de les
hiperresolucions cibiques, F. Guillén i V. Na-
varro han provat un criteri d’extensié per a
functors cohomologics definits en les varietats
llises a functors cohomologics definits en totes
les varietats.

El criteri d’extensié de Guillén i Navarro
s’aplica a functors que prenen valors en una
categoria de descens. La nocié de categoria de
descens és una variant més rigida de la de ca-
tegoria triangulada de Verdier, adaptada a la
formulacié de les teories cohomologiques no ad-
ditives.

El primer problema que hem estudiat en el
nostre treball és el de la relacié entre les cate-
gories de models i les categories de descens. Les
categories de models, introduides per Quillen,
han estat profusament utilitzades en les darre-
res decades com una axiomatitzacio util per a
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les mesures doblants (resultat que es demostra
que és Optim en un cert sentit). Finalment, d’a-
quest resultats derivem un principi d’incertesa
per a polinomis a ’esfera.

fer teoria d’homotopia. Hem demostrat que les
categories de models que satisfan un cert criteri
d’aciclicitat tenen una estructura de categoria
de descens. En particular hem demostrat que la
categoria d’espectres topologics és una categoria
de descens.

La teoria K algebraica d’una varietat es
construeix a partir dels seus fibrats vectorials
algebraics i es pot considerar com un functor
K : Var(k) — Sp de varietats algebraiques a
espectres topologics. Els grups de teoria K d’'una
varietat X s’obtenen a partir dels grups d’ho-
motopia de l'espectre KX, K, X = m,,(KX).
Les condicions d’extensié per a la teoria K sén
basicament conseqtiencia dels resultats de Tho-
mason per a la teoria K d’un blow-up, de manera
que el teorema d’extensié és aplicable a la te-
oria K algebraica de les varietats llises. Aixi
el functor K admet una extensié de les varie-
tats llises a totes les varietats. El functor estes
KD satista una propietat de descens respecte
als blow-ups abstractes, i aquesta extensié és
essencialment Unica amb aquesta propietat. La
propietat de descens significa que el functor
porta un cert tipus de quadrats cartesians de
varietats a quadrats homotopicament cartesians
d’espectres. Els quadrats homotopicament car-
tesians d’espectres donen lloc a la successio de
Mayer-Vietoris i en general a certes successions
espectrals.

També hem estudiat les propietats que la
teoria obtinguda pel criteri d’extensié hereta
de les propietats del functor sobre les varietats
llises. En particular hem vist que la teoria K
de descens satisfa per exemple les propietats de
Mayer-Vietoris i d’invariancia homotopica.

Un functor de varietats a espectres també
s’anomena un prefeir d’espectres. Des d’aquest



punt de vista la teoria de les cd-topologies asso-
ciades a quadrats commutatius desenvolupada
per Voevodsky aplicada a l’estructura de ca-
tegoria de models de prefeixos d’espectres de
Jardine permet definir el reemplacament fibrant
d’un prefeix d’espectres considerant una certa
topologia. Per tant, sorgeix la qiiestié de com-
parar I'extensiéo de Guillén i Navarro amb el
reemplacament fibrant amb la topologia dels

e GEMMA COLOME I NIN va llegir la seva tesi, dirigida per Joan Elias Garcia,
titulada Multigraded structures and the depth of blow-up algebras, el dia 14 de
juliol de 2008. La tesi correspon al Departament d’Algebra i Geometria de la

Universitat de Barcelona.

En algebra commutativa, els moduls graduats,
aixi com els multigraduats estandards, han es-
tat objecte d’estudi per a molts autors. Tot
i que també es coneixen resultats per moduls
graduats noestandard, el cas multigraduat no-
estandard no és tan comu. D’altra banda, sota el
nom d’algebres de blow-up, es coneixen algunes
algebres graduades associades a un ideal d'un
anell local Noetheria. Les algebres de blow-up
s’utilitzen per estudiar propietats i caracters
numerics de 'anell local i de l'ideal i, a més,
tenen rellevancia geometrica.

Un primer objectiu d’aquesta tesi és con-
tribuir al coneixement de propietats cohomo-
logiques de moduls multigraduats noestandard.
En una primera part considerem anells mul-
tigraduats S finitament generats sobre ’anell

local Sy per elements de graus vi,...,7, amb
vi = (,--7,...,0) € NT 14?2 # 0 per a
i = 1,...,r. En primer lloc demostrem que

la funcié de Hilbert d’un S-modul multigradu-
at és quasipolinomica en un con de N" defi-
nit pels graus. A més es satisfa la formula de
Grothendieck-Serre en la nostra situacio.

Utilitzant el comportament quasipolinomic
de la funcié de Hilbert dels moduls d’homolo-
gia de Koszul d’'un S-modul M multigraduat
respecte d’un sistema de generadors de 'ideal
maximal de Sp, podem demostrar que la pro-
funditat de les components homogenies de M
és constant per a graus en una subxarxa d’un
con de N". Considerant els anells de blow-up
multigraduats associats a ideals I, ..., I, en un
anell local Noetheria R, podem demostrar que

blow-ups abstractes. Hem demostrat que, quan
sén comparables, coincideixen.

Hem demostrat també que la teoria K de
descens és equivalent, per un resultat de Hae-
semeyer, a la teoria K homotopica introduida
per Weibel. Aixi mateix hem demostrat que hi
ha una filtracié pel pes natural en els grups de
teoria K de descens.

la profunditat de R/I" --- I és constant per

ani,...,n, prou grans.

També estudiem la profunditat dels moduls
de Veronese M(@Y per a a,b prou grans. En
particular demostrem en el cas quasiestandard
(on els graus sén multiples per un escalar enter
positiu dels graus estandard), amb Sy quocient
d’un anell local regular, que aquesta profunditat
és constant per a a,b en certes regions de N".
Per arribar a aquest resultat ens cal un estudi
previ dels moduls de Veronese i de 'anullacio
de moduls de cohomologia local. En particular
demostrem que, en el cas més general, si Sy és
quocient d’un anell local regular, la profunditat
generalitzada és invariant per transformacions
Veronese. A més en el cas quasiestandard la pro-
funditat generalitzada coincideix amb I’index
de graduacié finita dels moduls de cohomologia
local respecte de I'ideal maximal homogeni.

Un segon objectiu de la tesi és 'estudi de
la profunditat de les algebres de blow-up asso-
ciades a un ideal. S’obtenen versions refinades
de conjectures sobre la profunditat de ’anell
graduat associat a un ideal. Utilitzant algunes
estructures bigraduades noestandard, es poden
interpretar els enters que apareixen a la conjec-
tura de Guerrieri i a la conjectura de Wang com
a multiplicitats de moduls bigraduats. En parti-
cular hem pogut donar resposta a una pregunta
formulada per A. Guerrieri i C. Huneke el 1993.
Hem demostrat que donat un ideal I m-primari
en un anell local (R, m) Cohen-Macaulay de di-
mensio d > 0 amb reduccié minimal J, suposant
que les longituds de les components homogenies
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del modul de Valabrega-Valla de I i J siguin
menors o iguals que 1, aleshores la profunditat

e JOSEP M. PALMADA PRIVAT va llegir la seva tesi, dirigida per Angel Calsina
Ballesta, titulada Poblacions estructurades i evolucio de cicles biologics: edat
de maduracid i temps de lisi en bacteriofags, el dia 14 de novembre de 2008. La
tesi correspon al Departament de Matematiques de la Universitat Autonoma

de Barcelona.

En aquesta tesi s’estudien dos models de dina-
mica de poblacions estructurades que, tot i tenir
naturalesa molt diferent, tots dos fan referencia
a cicles biologics de la poblacié en qiiestio i es fa
emfasi en I'estudi de parametres que determinen
aquests cicles.

La memoria esta estructurada en dos capitols
ben diferenciats, tot i que I'objectiu de tots dos
és comu. En el primer model s’estudia una po-
blacié abstracta on hi ha dos tipus d’individus:
joves i adults (o no fertils i fertils respectiva-
ment). El pas de jove a adult es fa quan s’arriba
a certa edat de maduracid; per aixo la densi-
tat de poblacié té una doble estructura. Aques-
ta s’estructura tant fisiologicament (per I'edat)
com fenotipicament (per I'edat de maduracié,
variable que es considera fixada geneticament
tot 1 que subjecta a mutacié hereditaria: una va-
riable evolutiva). Aquesta mutacié es modelitza
amb un operador integral. La diferencia essen-
cial entre els models anteriors i aquest és que
fixada la variable evolutiva encara queda un sis-
tema dinamic en dimensié infinita: un model de
dinamica de poblacions estructurades en edat.

En aquest primer capitol es tracta, a part del
problema d’existencia i unicitat de solucions
del model, I'existencia de solucions estacionaries
i, com a principal resultat, s’estableixen condi-
cions suficients per garantir l’existéncia (i en
alguns casos unicitat) d’aquestes en diferents
situacions (donades per possibles expressions
de la mortalitat dels individus), i lexistencia
d’estrategia evolutivament estable (ESS) pre-
nent com a tret evolutiu l'’edat de maduracié.
Es donen, també, condicions suficients per a la
seva existencia.

En el segon capitol s’estudia un model per

de I'anell graduat associat a I és major o igual
que d — 2.

a una poblacié de bacteris i bacteridfags (fags
per abreujar) litics (és a dir, que el procés per a
la seva reproduccié infectant el bacteri també
acaba amb la mort d’aquest) on la poblaci6 de
bacteris esta estructurada per 'edat d’infeccid
per part del fag.

A part d’existéncia i unicitat de solucions
del model biologic aquest capitol es centra en
I’estudi sobre l’existencia de valors d’un dels
parametres (el periode de laténcia o el temps que
passa des que un fag envaeix un bacteri fins
que aquest mor i s’alliberen els nous virus) per
tal que s’optimitzi el creixement de la poblacio
de bacteriofags. Aquest periode de latencia es
considera de dimensié infinita en modelitzar-lo
per una funcié de distribucié d’una variable ale-
atoria. Aquesta és la principal diferéncia entre
aquest model i els que hi ha en treballs anteri-
ors (en tots es considera el periode de laténcia
com un parametre unidimensional). Aixo por-
ta a un problema d’optimitzacié en dimensi
infinita. Es distingeixen dos casos depenent de
certes desigualtats que compleixin els diferents
parametres del model, provant ’existencia d’a-
quest periode de laténcia optim en el primer i
I'existéncia i unicitat en el segon (d’altra banda
el cas biologicament més interessant ja que la
poblacié de fags pot no extingir-se). En aquest
cas també es prova que aquest optim correspon
a una delta de Dirac en un valor determinat
del periode de latencia. Finalment es relacio-
na aquest periode de latencia optim amb I’ESS
prenent com a tret evolutiu aquest parametre,
provant-ne l'existencia i unicitat, i veient que
no és cap altre que el periode de latéencia optim
corresponent a la quantitat de bacteris constant
en 'estat d’equilibri.



e MARfA BARBERO LINAN va llegir la seva tesi, dirigida per Miguel Carlos
Munoz Lecanda, titulada FEstudi geometric de la anormalitat en problemes
de control optim per a sistemes de control i de control mecanic, el dia 19 de
desembre de 2008. La tesi correspon al Departament de Matematica Aplicada
IV de la Universitat Politecnica de Catalunya.

La teoria de control estudia les propietats d’un
sistema, dinamic depenent de parametres que
sén determinats convenientment i que reben el
nom de controls. Quan la trajectoria del siste-
ma dinamic que es cerca ha de minimitzar un
funcional, com ’energia, la distancia o el temps,
ens trobem davant d’un problema de control
optim. Si mirem enrere en el temps, ens adona-
rem que la teoria de control optim ha existit des
de fa uns quants segles. De fet, alguns conside-
ren que el seu origen es troba en el problema
de la braquistocrona plantejat a la comunitat
matematica per J. Bernoulli el 1696.

En general, trobar una solucié d’aquests pro-
blemes no és obvi. Una tactica habitual és reduir
el nombre de possibles solucions per mitja de
les condicions necessaries d’optimalitat que pro-
porciona el principi del maxim de Pontryagin.
Aquest principi es va explicar per primer cop
en el Congrés Internacional de Matematics el
1958, a Edimburg (Escocia), de la ma d’un grup
d’investigadors russos que treballaven a 1'Ins-
titut de Matematiques de Steklov. El principi
del maxim de Pontryagin és considerat un dels
punts clau en el desenvolupament de la teoria
de control optim, tant des d’'un punt de vista
matematic, com des del punt de vista de les
aplicacions en medicina, economia, enginyeria,
astronautica, etc.

Recentment, s’ha comencat a aplicar la ge-
ometria diferencial per tal d’assolir una mi-
llor comprensié de tots els elements involucrats
en el principi del maxim de Pontryagin. Ge-
ometricament, aquest principi associa al proble-
ma de control optim un problema hamiltonia, en
el qual es dobla la dimensi6 de ’espai de confi-
guracio inicial. Les solucions d’aquest problema
hamiltonia estan definides en el fibrat cotangent
de D'espai de fases. Aquelles que satisfacin unes
determinades condicions s’anomenen extremals
i sén candidates a ésser solucions del problema
de control optim.

En aquesta tesi desenvolupem una demostra-
ci6 completa i geometrica del principi del maxim
de Pontryagin amb el proposit d’entendre com

la geometria diferencial pot ajudar a estudiar els
diferents tipus de solucions que existeixen en un
problema de control optim. Investiguem acura-
dament els punts més delicats de la demostracio,
que, per exemple, inclouen les pertorbacions
dels controls, I'aproximacié lineal del conjunt
de punts accessibles i la condicié de separacid
dels anomenats cons tangents de pertorbacions
que apareixen com a resultat de modificar els
controls. A més a més, aquests cons tenen un
paper clau en ’aproximacié lineal del conjunt
dels punts accessibles.

Entre totes les solucions d’un problema de
control optim, existeixen les corbes anormals.
Aquestes corbes no depenen de la funcié de
cost la integral de la qual es vol minimitzar,
siné que només depenen de la geometria del
sistema de control. En la literatura de control
optim, existeixen estudis sobre la anormalitat,
tot i que només per a sistemes lineals o afins
en els controls i sobretot amb funcions de cost
quadratiques en els controls. Nosaltres descri-
vim un metode geometric nou per caracteritzar
tots els diferents tipus d’extremals (no només
les anormals) de problemes de control optim
generics. Aquest metode s’obté com una adap-
tacié d’un algorisme de lligadures presimplectic
(Gotay, Nester, Hinds, 1978). El nostre interes
en les corbes anormals és a causa de les corbes
optimes estrictament anormals, les quals també
queden caracteritzades mitjancant 1’algorisme
descrit en aquesta tesi. L’existencia de les cor-
bes que acabem de mencionar es coneix en el
problema de trobar els camins més curts en geo-
metria subriemanniana (Montgomery, 1994; Liu,
Sussmann, 1995).

Apliquem el metode anterior per caracte-
ritzar les extremals d’un problema de control
optim lliure, aquell on el domini de definicié no
esta donat. En concret, els problemes de temps
minim sén problemes de control optim lliures.
A més a més, som capacos de donar una cor-
ba extremal estrictament anormal aplicant el
metode descrit per a un sistema mecanic de con-
trol, pero malauradament aquesta corba no és
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una solucié del problema ja que no minimitza
la integral de la funci6 de cost.

Un cop la nocié d’anormalitat ha estat es-
tudiada en general, ens concentrem en l'estu-
di de la anormalitat per a sistemes de control
mecanics, perque no existeixen resultats sobre
I'existéncia de corbes optimes estrictament anor-
mals per a problemes de control optim associats
a aquests sistemes. En aquesta tesi es donen
resultats sobre les extremals anormals quan la
funcié de cost és quadratica en els controls o
si el funcional a minimitzar és el temps. Anant
encara més enlla, la caracteritzacié d’anormals
és descrita en casos particulars mitjancant ele-
ments geometrics com les formes quadratiques
vector valorades. Aquests elements geometrics
apareixen de manera natural com a resultat
d’aplicar el metode explicat en aquesta tesi.

També enfoquem l'estudi de la anormali-
tat de sistemes de control mecanics des d’un
altre punt de vista que consisteix a aprofi-
tar 'equivalencia que existeix, sota determina-
des hipotesis, entre els sistemes de control no
holonoms i els sistemes de control cinematics.

Provem l'equivalencia entre els problemes de
control optim associats a ambdods sistemes
de control i aix0 permet establir relacions entre
les corbes extremals del problema no holonom i
del cinematic. Aquestes relacions permeten do-
nar, aquesta vegada si, un exemple d’una corba
optimal estrictament anormal en un problema de
temps minim per a sistemes de control mecanics.
Es tracta del primer exemple amb aquestes ca-
racteristiques que es coneix en la literatura, al
nostre millor saber i entendre.

Finalment, i deixant de banda per un mo-
ment la anormalitat, donem una formulaci6 ge-
ometrica dels problemes de control optim no
autonoms mitjancant la formulacié unificada
de Skinner-Rusk (1983), que unifica en una les
formulacions lagrangianes i hamiltonianes dels
sistemes mecanics. La formulacié descrita en
aquesta tesi és fins i tot aplicable a sistemes de
control implicits que apareixen en un gran nom-
bre de problemes de control optim dins I’ambit
de I'enginyeria, com, per exemple, els sistemes
lagrangians controlats i els sistemes descriptors.





